
. . . . . .

.

......

统计机器学习

Statistical Machine Learning

魏莱

上海海事大学信息工程学院

2019 年 4 月 4 日

魏莱 Statistical Machine Learning



. . . . . .

第十一章：特征选择与稀疏学习
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.. 1. 子集搜索与评价

前一章，我们谈论了维数约简问题。所谓的维数约简，是在

保持数据集某种结构的情况下，去寻找一个低维的子空间，在这

个子空间中，原数据样本的低维嵌入能够更好的揭示数据集的某

种结构信息。
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.. 1. 子集搜索与评价

总结关于维数约简的两个特点：

1. 假设样本 x ∈ RD 的低维嵌入 y ∈ Rd，是其在低维空间中

的一种表示，并且 d ≪ D;

2. 由于 y = Wtx，W = [w1, · · · ,wd] ∈ RD×d 为投影矩阵，

则 yi = wt
ix =

∑D
j=1 wijxj。可见，y 的第 i 个分量（特征）

是由 x 的分量（特征）线性组合而成。

由此可见，维数约简可以看做是对原数据样本的特征进行了“抽

取”，选择其中某些重要的（或其组合）来表示原样本。
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.. 1. 子集搜索与评价

一个学习任务来说，给定属性集，其中有些属性（特征）可

能很关键、很有用，另一些属性（特征）则可能没什么用。对当

前学习任务有用的属性称为“相关特征”(relevant feature)，没
什么用的属性称为“无关特征”(irrelevant feature)。还有一类
特征称为“冗余特征”(redundant feature) ，它们所包含的信
息能从其他特征中推演出来。
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.. 1. 子集搜索与评价

从给定的特征集合中选择出相关特征子集的过程，称为“特

征选择”(feature selection)。特征选择是一个重要的“数据预
处理”(data preprocessing)过程，在现实机器学习任务中，获
得数据之后通常先进行特征选择，然后再训练学习器。这么做的

原因有两个：

1. 在现实任务中由于属性过多，会遇到维数灾难问题，若能从
中选择出重要的特征，使得后续学习过程仅需在部分特征上

构建模型，则维数灾难问题会大为减轻。

2. 去除不相关特征往往会降低学习任务的难度。

需注意的是，特征选择过程必须确保不丢失重要特征，否则后续

学习过程会因为重要信息的缺失而无法获得好的性能。
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.. 1. 子集搜索与评价

从初始的特征集合中选取一个包含了所有重要信息的特征子

集，在没有任何领域知识作为先验假设的情况下，只能遍历所有

可能的子集。但这样做会遭遇组合爆炸，特征个数稍多就无法进

行。可行的做法是产生一个“候选子集”，评价出它的好坏，基

于评价结果产生下一个候选子集，再对其进行评价，这个过程持

续进行下去，直至无法找到更好的候选子集为止。
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.. 1. 子集搜索与评价

从上面阐述可以看出，特征选择包括两个关键环节：如何根

据评价结果获取下一个候选特征子集（子集搜索）？如何评价候

选特征子集的好坏（子集评价）？
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.. 1. 子集搜索与评价

1. 子集搜索。子集搜索有“前向”（forward）搜索以及“后
向”（backward）搜索。假设给定特征集合 {a1, a2, · · · , aD},

A. 前向搜索方法：
STEP 1. 将每个特征看做一个候选子集，对每个子集进行评价，选择

最优子集，作为候选子集；

STEP 2. 在原属性集合中，选择一个不属于候选子集的属性，加入候
选子集；

STEP 3. 若加入新属性后，候选子集性能没有增加，跳出循环，否则
跳转 STEP 2。
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.. 1. 子集搜索与评价

B. 后向搜索方法：
STEP 1. 将所有特征组成的集合看做一个候选子集；
STEP 2. 在候选集合中，删除一个属性；
STEP 3. 若删除属性后，候选子集性能降低，跳出循环，否则跳转

STEP 2。

注：特征选择的后向搜索方法，有时也称为属性约简（attribute
reduction）。
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.. 1. 子集搜索与评价

从上面子集搜索的前向及后向策略可以看出，算法需要评价

候选子集的性能，那么如何进行子集评价呢？实际上，我们在决

策树一章中已经谈到过这个问题。

给定数据集 D，条件属性集合 A = {A1,A2, · · · ,Am}。在
决策树中，计算属性 Ak 的信息增益：

IAk = H(D)− H(D|Ak), (1)

其中，H(D|Ak) =
∑vk

i=1
|DAi

k |
D H(DAi

k)，Ak 具有 vk 个可能的取

值，DAi
k 为属性 Ak = vi

k 的样本集合。
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.. 1. 子集搜索与评价

假设候选子集为 Ã ⊆ A，那么根据 Ã 可以将数据集进行划
分，因此可以计算 Ã 的信息增益：

IÃ = H(D)− H(D|Ã), (2)

其中，H(D|Ã) =
∑k

i=1
|Dk|
D H(Dk)，Dk 为根据子集 Ã 将数据集

进行划分得到的第 k 个子集。
若学习任务为无监督学习，则上式变成：

IÃ = H(A)− H(A|Ã), (3)

魏莱 Statistical Machine Learning



. . . . . .

.. 1. 子集搜索与评价

将特征子集搜索机制与子集评价机制相结合，即可得到特征

选择方法。常见的特征选择方法大致可分为三类: 过滤式 (filter)
、包裹式 (wrapper) 和嵌入式 (embedding)。
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.. 2. 过滤式特征选择

过滤式方法先对数据集进行特征选择，然后再训练学习器，

特征选择过程与后续学习器无关。这相当于先用特征选择过程对

初始特征进行“过滤”，再用过滤后的特征来训练模型。过滤式

方法主要各种统计学方法，比如 P-value 等等。
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.. 2. 包裹式特征选择

与过滤式特征选择不考虑后续学习器不间，包裹式特征选择

直接把最终将要使用的学习器的性能作为特征子集的评价准则。

换言之，包裹式特征选择的目的就是为给定学习器选择最有利于

其性能、“量身走做”的特征子集。

一般而言，由于包裹式特征选择方法直接针对给定学习器进

行优化，因此从最终学习器性能来看，包裹式特征选择比过滤式

特征选择更好；但另一方面，由于在特征选择过程中需多次训练

学习器，因此包裹式特征选择的计算开销通常比过滤式特征边择

大得多。
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.. 3. 嵌入式特征选择与 L1 正则化

在过滤式和包裹式特征选择方法中，特征选择过程与学习器

训练过程有明显的分别。与此不同，嵌入式特征选择是将特征选

择过程与学习器训练过程融为一体，两者在同一个优化过程中完

成，即在学习器训练过程中自动地进行了特征选择。
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.. 3. 嵌入式特征选择与 L1 正则化

给定数据集 D = {(x1, y1), · · · , (xn, yn)}，其中
xi ∈ RD, yi ∈ R，yi 是样本 xi 的类别标签。考虑平方误差损失

函数：

min
w

n∑
i=1

(yi − wtxi)
2 (4)

若能够求得 w，则对新样本 x∗ 其类别标签 y∗ = wtx∗。因此，

w 一方面可以看做用于特征选择，另一方面用于分类。

魏莱 Statistical Machine Learning



. . . . . .

.. 3. 嵌入式特征选择与 L1 正则化

按照第一章内容，式（4）容易导致过拟合。为了降低 w 的
复杂性，常常对 w 加上一定正则算子，如 L2 范数正则以及 L1

范数正则化：

min
w

n∑
i=1

(yi − wtxi)
2 + λ∥w∥22 (5)

min
w

n∑
i=1

(yi − wtxi)
2 + λ∥w∥1 (6)

（5）式很容易求解，现在来讨论（6）式求解。
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.. 3. 嵌入式特征选择与 L1 正则化

考虑一般性问题：

min
w

f(w) + λ∥w∥1 (7)

将 f(w) 在 wk 附近 Taylor 展开，得到

f(w) ≃ f(wk) + ⟨∇f(wk),w − wk⟩+ L
2 ∥w − wk∥2

= L
2 ∥w − (wk − 1

L∇f(wk))∥22 + const
(8)

其中 const 是与 w 无关的常数，⟨·, ·⟩ 表示内积运算。显然，上
式在如下 wk+1 处有最小值：

wk+1 = wk −
1

L∇f(wk)) (9)
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.. 3. 嵌入式特征选择与 L1 正则化

于是，借助于梯度下降法思想，最小化式（7），可以在更新
w 时，同时考虑 L1 范数约束。令 z = wk − 1

L∇f(wk)，wk+1 应

该满足：

wk+1 = arg min
w

L
2
∥w − z∥22 + λ∥w∥1 (10)

将 w 按分量展开，可得

wi
k+1 =


zi − λ/L, λ/L < zi;
0, |zi| ≤ λ/L;
zi + λ/L, zi < −λ/L.

(11)

其中 wi
k+1, zi 分别是 wk+1, z 的第 i 个分量。
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.. 4. 稀疏表示与字典学习

假设数据集组成的矩阵 X = [x1,x2, · · · ,xn] ∈ RD×n，其中

xi 为一数据样本。假设任一样本 xi 都可以由其他样本线性表

示，则可以得到如下问题：

min
w

n∑
i=1

∥xi −
n∑

j=1

wijxj∥22 (12)

同样，我们可以要求每一样本用尽量少的样本来表示，于是可以

得到所谓的稀疏表示（sparse representation）问题：

minw1,··· ,wn

∑n
i=1 ∥xi −

∑n
j=1 wijxj∥22 +

∑n
i=1 λ∥wi∥1

= minw1,··· ,wn

∑n
i=1 ∥xi − Xwi∥22 +

∑n
i=1 λ∥wi∥1

(13)
通过上面这个问题，可以这样思考，样本 xi 在 X 张成的空间中
坐标为 wi。

魏莱 Statistical Machine Learning



. . . . . .

.. 4. 稀疏表示与字典学习

对于高维数据来说，样本维数通常远远高于样本数量，即

D ≫ n。因此通过稀疏表示实际上也完成了一定的特征提取问
题。进一步，如果我们能学习一个更好的数据集

B = [b1, · · · ,bk] 代替 X，则上述问题可以写成

min
w1,··· ,wn

n∑
i=1

∥xi − Bwi∥22 +
n∑

i=1

λ∥wi∥1 (14)

B 常常称为一个字典，上式即为字典学习问题。上式中需要学
习得到 B 以及 w1, · · · ,wn。
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.. 4. 稀疏表示与字典学习

可采用变量交替优化的策略来求解式上式。

STEP 1. 固定字典 B，则对于任一 wi，求解下式：

min
wi

∥xi − Bwi∥22 + λ∥wi∥1 (15)

STEP 2. 固定所有 wi，求解下式：

min
B

∥X − BW∥2F (16)

这里 W = [w1, · · · ,wn]。
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.. 4. 稀疏表示与字典学习

求解式（16）可以用 KSVD 方法，即

minB ∥X − BW∥2F = minB ∥X −
∑k

i=1 bjwi∥2F
= minbj ∥X −

∑k
i̸=j biwi − bjwj∥2F

= minbj ∥Ej − bjwj∥2F

(17)

上式的含义即在更新 j 列时，其他列都是固定的，于是
Ej = X −

∑k
i̸=j biwi 也是固定的。通过对 Ej 进行奇异值分解，

求得最大奇异值所对应的正交向量就可以求得 bj。
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.. 4. 稀疏表示与字典学习

注意，直接对 Ej 进行奇异值分解会同时修改 bj,wj，因此

会破坏 W 的稀疏性。为了避免这样的情况发生，KSVD 对
Ej,wj 分别处理：wj 仅保留非零元素，Ej 仅保留 bj,wj 的非零

元的乘积项，然后再进行奇异值分解，得到 wj，再将原先删掉

的 0 插补回去。

在上述字典学习过程中，用户能通过设置词汇量 k 的大小
来控制字典的规模，从而影响到稀疏程度。
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.. 5. 矩阵补全

基于部分信息来恢复全部信息的技术在许多现实任务中有重

要应用。例如，网上书店通过收集读者在网上对书的评价，可根

据读者的读书偏好来进行新书推荐，从而达到走向广告投放的效

果。显然，没有哪位读者读过所有的书，也没有哪本书被所有读

者读过，因此，网上书店所搜集到的仅有部分信息。
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.. 5. 矩阵补全

能否将上表中通过读者评价得到的数据当作部分信号，恢复

出完整信号呢？矩阵补全 (matrix completion) 技术可用于解决这
个问题，其形式为：

minX rank(X)

s.t. (X)ij = (A)ij, (i, j) ∈ Ω
(18)

X 表示需恢复的稀疏信号，rank(X) 表示矩阵 X 的秩，A 是观
测到信号，Ω 是一个指标集。
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.. 5. 矩阵补全

求解上式问题是一个 NP 问题，其凸的替代问题可以表示
成：

minX ∥X∥∗
s.t. (X)ij = (A)ij, (i, j) ∈ Ω

(19)

其中 ∥X∥∗ 为 X 的核范数，∥X∥∗ =
∑D,n

i=1 δi(X) 为 X 的所有奇
异值的和。上式可以通过半正定规划问题来求解。
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Thanks！
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