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第二章：线性回归及分类
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.. 1. 线性模型的基本形式

假设样本 x = (x1, x2, · · · , xd)
t ∈ Rd×1，xj 是 x 第 j 个属性，

线性模型试图学得一个通过属性的线性组合来进行预测的函数，

即

f(x) = w0 + w1x1 + · · ·+ wdxd

= wtx̂�
(1)

其中 w = (w0,w1, · · · ,wd)
t，

x̂ = (1, x1, x2, · · · , xd)
t = (x0, x1, x2, · · · , xd)

t。式 (1) 第二行称为
线性回归模型的向量形式。
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.. 1. 线性模型的基本形式

可见，w 唯一决定了一个线性模型 f(x) = wtx̂ 的形式。w
中的每个分量 wj 直观表达了样本 x 中第 j 个属性 xj 的重要性。
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.. 2. 线性回归

例 2：搜集到房屋价格和面积、卧室之间的数据如下表：

对于新的一个房屋面积为 3402，卧室数量为 3，则其价格因为
多少？
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.. 2. 线性回归

给定数据集 D = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)}，其中
xi = (xi1, xi2, · · · , xid)

t，yi ∈ R。线性回归 (linear regression)
试图学得一个线性模型以尽可能准确预测新样本 x∗ 的实值输出

y∗。
由于采用线性模型 f(x) = wtx 预测，一旦确定 w，那么对

于 x∗ 可以计算出 f(x∗)，f(x∗) 可以视为 y∗ 的估计。于是问题转
变成，如何在给定数据集下，计算出 w？
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.. 2. 线性回归

定义平方误差函数

E(w) =
1

2

n∑
i=1

(f(xi)− yi)
2 =

1

2

n∑
i=1

(wtxi − yi)
2 (2)

可得 wopt = arg minw E(w)。如何求解 w？
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.. 2. 线性回归

方法一：最小二乘法 (least squares)。将 E(w) 对 w 求导，
然后迫使导数等于 0，通过等式求得 w。为此，令
y = (y1, y2, · · · , yn)

t，X = (x1,x2, · · · ,xn) 则

E(w) = 1
2

∑n
i=1(f(xi)− yi)

2

= 1
2(wtX − yt)(wtX − yt)t

= 1
2(wtXXtw − wtXy − ytXtw + yty)

(3)

因此，∂E(w)/∂w = XXtw − Xy = 0，故

wopt = (XX)−1Xy。
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.. 2. 线性回归

最小二乘法的几何解释。
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.. 2. 线性回归

方法二：梯度下降法 (gradient descent)。将 E(w) 对每个 wj

求导，然后令

wj
.
= wj − α∂E(w)/∂wj

其中 α 为学习率 (learning rate)。y = (y1, y2, · · · , yn)
t，

X = (x1,x2, · · · ,xn) 则

∂E(w)/∂wj = 1
2

∑n
i=1(wtxi − yi)

2/∂wj

=
∑n

i=1(wtxi − yi)∂(wtxi − yi)/∂wj

=
∑n

i=1(wtxi − yi)∂(
∑d

j=1 wjxij − yi)/∂wj

=
∑n

i=1(wtxi − yi)xij
(4)
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.. 2. 线性回归

因此，梯度下降法更新规则可以表示成

wj
.
= wj − α

n∑
i=1

(wtxi − yi)xij (5)

梯度下降法的几何解释。
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.. 2. 线性回归

随机梯度下降 (stochastic gradient descent 或 incremental
gradient descent)
观察，上文梯度下降法更新公式，

wj
.
= wj − α

∑n
i=1(wtxi − yi)xij，每次更新需要利用到全部

样本，所以称为批量梯度下降法 (batch gradient descent)。

随机梯度下降法更新规则：

for j = 1 to d
{

wj
.
= wj − α(wtxi − yi)xij (for every i) (6)

}
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.. 3. 线性回归的扩展：正规最小均方误差回归

在上一节课模型选择过程中，我们介绍了正则化的概念，即

在误差函数 E(w) 中加入对 w 的约束项，可得

E(w) =
1

2

n∑
i=1

(wtxi − yi)
2 +

λ

2
∥w∥22 (7)

其中 ∥w∥22 = wtw。采用最小二乘法来求解上述问题，可得：
E(w) = 1

2(wtX − yt)(wtX − yt)t + λ
2wtw，因此

wopt = (XXt + λI)−1Xy。（Exercise!!）
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.. 3. 线性回归的扩展：正规最小均方误差回归

正规最小均方误差回归的泛化形式

E(w) =
1

2

n∑
i=1

(wtxi − yi)
2 +

λ

2

d∑
j=1

|wj|q (8)

其中，q = 2。

因此，可否改变 q 的值来泛化上式？常用的取值包括
q = 0.5, 1 等等。
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假设
∑d

j=1 |wj|q = 1，则选择不同的 q，w 的定义域有什么
不同？
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.. 3. 线性回归的扩展：正规最小均方误差回归

分析式 (9), 即：

E(w) =
1

2

n∑
i=1

(wtxi − yi)
2 +

λ

2

d∑
j=1

|wj|q

可以发现最小化上述问题，可以转变成在限定
∑d

j=1 |wj|q 小于某
一个常数项的情况下，最小化 1

2

∑n
i=1(wtxi − yi)

2。假设现在限

定
∑d

j=1 |wj|q ≤ 1，则 w 的最优解有什么不同？
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.. 3. 线性回归的扩展：正规最小均方误差回归

可见，当 q = 1 时，wopt 中 w1 = 0，即只有一个非零项。因此

其要比 q = 2 时，求得的解更为稀疏。事实上，当 q = 1 时，正

规最小均方误差回归也叫 Least absolute shrinkage and
selection operator(LASSO)。
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.. 3. 线性回归的扩展：局部带权线性回归

对于线性回归来说，一旦得到 w，那么对于新的数据 x∗，

则其预测值 y∗ = wtx∗。
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.. 3. 线性回归的扩展：局部带权线性回归

回顾上一节课的多项式拟合问题，

f(x,w) = w0 + w1x1 + w2x2 + · · ·+ wMxM =
∑M

j=1 wjxj

= wtx
(9)

这里，w = (w0,w1, · · · ,wM)t，x = (1, x, x2, · · · , xM)t。由此可

见，在低维空间中的一个非线性问题，可以在高维空间中转变成

线性问题。
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.. 3. 线性回归的扩展：局部带权线性回归

对非线性数据拟合问题的另一种解法：

可见图中的蓝色折线段也能较好的拟合非线性数据集。对于线性

回归来说，误差函数 E(w) = 1
2

∑n
i=1(wtxi − yi)

2，局部带权线

性回归误差定义为：E(w) = 1
2

∑n
i=1 γi(wtxi − yi)

2
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.. 3. 线性回归的扩展：局部带权线性回归

上式中 γi 称为权重，取值为非负的实数值。可以看到，如

果 γi 较大，由于要求最小化 E(w)，则 (wtxi − yi)
2 就要求小。

而如果 γi 较小，(wtxi − yi)
2 就会被忽略掉。

合理的 γi 的定义可以有如下形式:

γi = exp
(
− (x∗ − xi)2

2τ2

)
(10)

这里，τ 是个非负参数，称为带宽 (bandwidth)。这样，假设
|x∗ − xi| 非常小，则 γi 接近于 1，否则，γi 接近于 0.

魏莱 Statistical Machine Learning



. . . . . .

.. 3. 线性回归的扩展：局部带权线性回归

局部带权回归是一种非参数方法。
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.. 3. 线性回归的扩展：对数几率回归

前面所讨论的都是利用线性模型进行回归学习，现在考虑利

用线性模型进行分类学习。

线性模型 f(x) = wtx，如果其输出 f(x) 的取值为 0 或 1，
那么就可以用来进行分类任务了。而前面所述，线性回归模型输

出的是实值连续量，因此如果能够设计一个由实值连续量到 0/1
的转换函数，那么问题就解决了。
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.. 3. 线性回归的扩展：对数几率回归

单位阶跃函数 (unit-step function):

y =


0, z<0;
0.5, z=0;
1, z>0.

(11)

单位阶跃函数不连续，不利用数学处理，因此设计对数几率函数

(logistic function):

y =
1

1 + e−z =
1

1 + e−wtx (12)
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.. 3. 线性回归的扩展：对数几率回归

对数几率函数示意图：
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由式（12）可得，ln y
1−y = wtx，其中 y 可以视为样本 x 为

正例的比例，1− y 视为样本 x 为反例的比例，两者比值

y
1− y (13)

称为几率，

ln y
1− y (14)

称为对数几率。
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Thanks！
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